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(r $. s) durch Kanten ersetzt und den so gewonnenen raumlichen 
Graphen den hier angegebenen Faltungen unterwirft. So bilden bei- 
spielsweiso die funf kanonischen Strukturen des Benzols und die aus 
ihnen abgeleitoten Matrixelemente eine trigonale Bipyramide innerhalb 
dieses Schemas, welche leicht, bei trivialen Erweiterungen der Regeln 
fur den raumlichen Fall, in ihre Faltungsteilstucke zerlegt werden 
kann. 

Der Rockefeller Foundation in New York danke ich fur die Unterstutzung dieser 
Arbeit. 

Zusammenfassung.  
Es wird ein graphisches Verfahren zur Faktorisierung der Sakular- 

determinante aromatischer Ringsysteme im Rahmen der LCAO-MO- 
Theorie beschrieben, welches sich vor allem in didaktischer Hinsicht 
innerhalb des organisch-theoretischen Unterrrichts gut eignet. 

Organisch-chemisches Laboratorium 
der Eidg. Technischen Hochschule, Ziirich. 

116. Molecular Orbitals in homologen Reihen mehrkerniger 
aromatischer Kohlenwasserstoffe: 

I. Die Eigenwerte yon LCAO-MO’s in homologen Reihen 
von E. Heilbronner. 

(10.111. 54.) 

Die chemischen und physikalischen Eigenschaften der mehr- 
kernigen aromatischen Kohlenwasserstoffe sind in zahlreichen experi- 
mentellen und theoretischen Untersuchungen eingehend behandelt 
wordenl). Es ergab sich dabei, dass die MO-Theorie, auch in ihrer 
einfachsten, von Hiickel eingefuhrten LCAO-NBherung2), bereits xu 
einer erstaunlich guten Ubereinstimmung zwischen berechneten und 
experimentell bestimmten Daten fuhrt. 

Aussordem konnto auf rein empirischem Wege festgestellt werden, 
dass viele physikalische und chemische Eigenschaften der aroma- 
tischen Kohlenwasserstoffe innerhalb einer homologen Reihe (z. B. 

1) Aus der grossen Zahl dieser Arbeiten seien hier einzig die beiden wesentlichsten, 
zusammenfassenden Werke erwiihnt : E. Clar, Aromatische Kohlenwasserstoffe, Berlin 
1952. B. Pullman & Mme. A .  Pullman, Les ThBories Electroniques de la Chimie Organique, 
Paris 1952. 

2, E. Huckel, Grundzuge der Theorie ungesiittigter und aromatischer Verbindungen, 
Berlin 1938. 
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derjenigen der Acene, Fig. 1) oft als eine einfache Funktion des Para- 
meters N dargestellt werden konnen. Dieser funktionelle Zusammen- 
hang kommt in der grossten Zahl der MO-theoretischen Arbeiten in- 
sofern nicht immer deutlich zum Ausdruck, als man die Glieder N 
einer solchen homologen Reihe meist einzeln berechnet, wodurch in 
vielen E’iillen der nberblick uber den Zusammenhang zwischen dem 
Parameter N und den berechneten Grossen verloren geht. 

Benzol Naphtalin Anthracen S-acen 

/ v y  (A/\/\ ,/\/\/‘. *\A 
~ 1 1 1 1  1 ’ 1 1  ’ 
\A/\/ ‘\A/\. . ./\J 

1 1  1 
\A/ 

Parameter N-- 1 2 3 
Fig. 1. 

N 

In  der vorliegenden Arbeit sol1 versucht werden, das Gewicht der 
Berechnungen mehr auf diesen funktionellen Zusammenhang zu ver- 
legen. Zu diesem Zweck stellen wir uns die Aufgabe, die Eigenwerte 
der Glieder N einer homologen Reihe aromatischer Kohlenwasser- 
stoffe, im Rahmen der LCAO-MO-Theorie Hiickel’scher Naherung, 
als Funktion des Parameters N zu erhalten, soweit dies durch die 
Symmetrie der entsprechenden homologen Reihe gewahrleistet ist. I n  
allen Fallen aber sollen Formeln gefunden werden, die fur die hoheren 
Gljeder der homologen Reihe gute Naherungen der Eigenwerte und 
speziell fiir denFall N = 00, innerhalb der durch dieTheorie gesteckten 
Grenzen, jeweils die richtigen Eigenwert-Bander liefern. 

Im vorliegenden Teil I werden im Abschnitt A mit Hilfe der 
Gruppentheorie Resultate abgeleitet, die bereits auf anderem Wege 
gewonnen wurdenl). Dabei ergibt sich aber eine speziell einfache Me- 
thodik zur Behandlung der gestellten Aufgabe fiir  den allgemeinen 
Pall einer beliebigen homologen Reihe, woriiber in den Abschnitten B 
und C berichtet wird. 

A. Berechnung  d e r  E igenwer t e  e iner  K e t t e  von  N AO’s. 
Ein regelmgssiger n-gliedriger Ring2), der ebenen Symmetrie C,,, 

bestehend aus n identischen AO’s3) x,,, xl, xs, . . . xnP1 besitzt im Rah- 
men der LCAO-MO-Theorie n MO’s @:O), @(I), @@), . . . @‘+I) der 
folgenden Form : 

Siehe z.B. H .  Eyring, J .  Walter & G .  E. Kimball, Quantum Chemistry, New York 

z, n so11 in der Folge immer eine gerade Zahl sein. Dies bedeutet fur die vorliegende 

3, Darunter sollen stets 2 pz (z)-AO’s verstanden werden. 

1944, Seite 255. 

Arbeit keine Einschrankung. 
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Jede einzelne dieser n MO's @(j) ist einer der n irreduziblen, ein- 
dimensionalen Darstellungen P j )  der Untergruppe C, von C,, zuzu- 
ordnen, da in diesem einfachsten Ball die n MO's @'j) mit den richtigen 
Linearkombinationen q ( j ) I )  identisch sind : 

Dabei bedeuten die P ( A r )  die Elemente der Darstellung T(j) 

(3) 

Die Charakteren-Tabellen dieser Gruppe C, (die in diesem Ball 
mit derjenigen der irreduziblen Darstellungen identisch ist) sol1 in 
folgender Form angenommen werden : 

der mit C, holoedrisch isomorphen Gruppe C,: 

A' = An E, A, A2, . . . , Ar, . . . , An-' E Cn. 

Da fur die einzelnen Elemente der Charakteren-Tabelle (4) die 
folgende Relation ( 5 )  gilt 

(5 )  

kann aus der Tabelle (4) die folgende Matrix Iv, gewonnen werden: 

2nv-1. T(j)(Ar) = exp. --.~.r = &jr, 
n 

= N,. 

l) Vgl. Hs.  H .  Gunthard, E. Heilbroitner & B. Messikommer, Helv. 35, 2149 (1952). 
2, Internationale Bezeichnung der irreduziblen Darstelluiigen. Siehe u. a. : G.  Herz- 

berg, Molecular Spectra and Molecular Structure, Vol. 11: Infrared and Raman Spectra 
of Polyatomic Molecules, New York 1945. In dieser Nomenklatur erhalten die Darstel- 
lungen r(j) und T("-') ( j  =!= 0) jeweils das gleiche Symbol Ej. 
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Diese Matrix X, erzeugt aus dem Kolonnenvektor { xr} der n AO’s 
xr den Kolonnenvektor { pi”’> der gesuchten, richtigen Linearkombi- 
nationen p‘j), die in unserem Fall mit den MO’s @‘j) identisch sind 
(siehe ( 2 ) )  : 

( 7 )  

Der zu jeder MO Q‘j) gehorige Eigenwert W‘j) ( j  = 0, 1, 2 ,  . . . , 
{ p‘j)} 7 NII {Xr} . 

n - 1) betragt : 

Unter Beriicksichtigung der iiblichen Vereinfachungen (Overlap- 
Integral s,, = a,, = Kyonecker’sches Symbol, Vernachliissigung aller 
Resonanz-Integrale zwischen nicht gebundeiien AO’s) und bei Ver- 
wendung der Symbole (9) 

OL = j’zr* Hop xr dt , 
:I: 

/3 =-]’xr* Hop z r . ~  1 dz; (r und r & 1 gebundene AO’s), 
‘3: 

lautet die Relation (8) : 

(10) 

Die Reihenfolge der Eigenwerte W(j) nach ihrer Grosse geordnet 
und ihre Zugehorigkeit zu den einzelnen irreduziblen Darstellungen 
lautet : 

wo < ~ ( 1 )  = w(n-1) < ~ ( 2 )  = ~ ( 1 1 - 2 )  < . . . < w(+n 1) = ~ : t 1 1 - + 1 )  < W:tn) .  

2 n .  
n 

~ ( j ) = c c + 2 / 3 c o s - - - 3  ( j  = 0 , 1 , 2  , . . . ,  n-1). 

J. -- 4 
A El E2 E L l  B 

2 

Es lasst sich nun leicht zeigen, dass die n/2 - 1 Eigenwerte W‘J) 
( j  = 1, 2,  . . . , 4 n - 1 mit n geradzahlig) einer Kette von n/2 - 1 AO’s 
gerade den n/2 - 1. entarteten Eigenwerten W(j) ( j  + 0, i n )  eines ge- 
radzahligen Ringes von n AO’s entspreehen, so dass fur eine solehe 
Kette die Eigenwerte W j )  in geschlossener Form als Funktion von j 
erhalten werden konnen. 

Am einfachsten lasst sich dieser Beweis dadurch erbringen, dass 
man durch die AO’s 0 und n/2 des Ringes von n AO’s eine Gerade legt, 
und nun die zu dieaer Geraden antisymmetrisehen MO’s nach einem 
fruher beschriebenen Verfahrenl) sucht. Es ergibt sich, dass das bei 
der negativen Faltung erhaltene Teilstuek gerade der gesuchten Kette 
von n/2 - 1 AO’s entspricht und deshalb genau & n - 1 voneinander 

l) E. Heilbronner, Helv. 37, 913 (1954). 
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verschiedene Eigenwerte des Ringes von n RO’s liefern muss. Dies 
konnen aber nur die entarteten Eigenwerte des Ringes sein, da das 
bei der positiven Faltung entstehende Teilstiick Q n + 1 voneinander 
verschiedene Eigenwerte liefern muss. 

Diese Resultate sind wohlbekannt. Die hier gegebene Ableitung 
erlaubt aber, unter gewissen Voraussetzungen, das Verfahren fiir  an- 
dere homologe Reihen zu verallgemeinern und eine einfache Regel fur 
die Berechnung der Eigenwerte solcher Reihen aufzustellen. 

B. B e r e c h n u n g  d e r  E igenwer t e  v o n  e indimens iona len  
homologen  Re ihen .  

Wir denken uns das Glied N einer eindimensionalen homologen 
Reihe als aus N untereinander identischen Motiven r (r = 1, 2, 3 ,  . . . , 
3)  aufgebautl). Wir wollen eine solche homologe Reihe deshalb als 
eindimensional bezeichnen, weil sich die einzelnen Glieder N der Reihe 
durch die Angabe einer einzigen Zahl (eben N)  eindeutig kennzeichnen 
lassen. 

Die AO’s der Motive r seien in ihrer naturlichen Reihenfolge durch 
die romischen Zahlen R (R = I, 11,111, . . . , K) gekennzeichnet. Im  
Beispiel der Fig. 2 enthiilt jedes Motiv r vier RO’s (K = IT). Ausser- 
dem haben wir hier, sowie in der Folge, einfachheitshalber ange- 
nommen, dass das Motiv r nur mit den Motiven r - l und r + l ver- 
knupft sei2). 

1 2  U-2 N-I N Mohv r 

Fig. 2. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, siimtliche Eigenwerte des Glie- 
iies N der eindimensionalen homologen Reihe in geschlossener Form 
als Funktion der Parameter N und j ( j  = 1, 2 , 3 ,  . . . , N) xu berechnen. 

Zu diesem Zweck werden zwei Glieder N der homologen Reihe 
iiber zwei weitere Motive 0 und N + 1 zu einem Ring der ebenen 
Symmetrie C,, = CZN + *, \. geschlossen, wobei vorausgesetzt wird, dass 
sich dieser, primiir die Symrnetrie U ,  = C 2 K + 2  aufweisende Ring zum 
hoher symmetrischen Gebilde deformieren liisst. (Vgl. dazu die Fuss- 

l) Die einzelnen Motive r diirfen immer als lineare Ketten von K AO’s geschrieben 
werden, da das hier zugrunde gelegte LCAO-Verfahren nullter Naherung, der eingefiihrten 
Vereinfachungen wegen, gegen topologische Verformungen unempfindlich ist. 

2, Dies kann ohne Verlust an Allgemeinheit immer erreicht werden. 
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note 2, Seite 925)). (Siehe Fig. 3 . )  Dieser Ring besteht nun aus K (in 
unserem Beispiel ist K gleich I V )  Satzen R, aquivalenter AO's. Die 
zu diesen Satzen R gehiirigen richtigen Linearkombinationen ~ $ j )  sind 
fiir die Symmetrie-Untergruppe C, des Ringes durch ( 2 ) ,  resp. durch 
(7)  definiert. 

Fig. 3. 
Ring der ebenen Synimetrie C,,,, erhnlten durch Schluss zweior Glieder N = 5 dcr homo- 
logen Reihe der Fig. 2 uber zusiitzliche Motive r = 0 und r = N +  1. Bei der negativen 
Faltung entlang der Geraden G erhllt man ein Faltungsteilstuck, welches dem n-Elek- 

tronensystem des Pentacens (Fig. 1, Glied N = 5)  entsprechen wurde. 

Die zu jeder irreduziblen Darstellung W gehiirigen K wen- 
werte W(j)p (P = I, 11,111, . . ., K) erhalt man in der ublichen Art 
durch Auflosen der Sakulardeterminante (ll), die vom Grade K ist. 

(11) 

In  (11) weisen die Matrixelemente Hi,,, die folgende Form auf: 
(12) 

0 = ( 1  H!&, - hKx W(j) ( 1  . 

HRR, 'j) =/"pi)* Hop pi), &. 
x 

Setzt man die Beziehungen (2) und ( 5 )  in (12) ein, so erhalt man: 

worin HrItr;<, entweder ein CouZornb-Integral (rR= rk,) oder einResonanz- 
Integral zwischen den AO's r R  und rkr der Satze R und R' darstellt. 

Aus Symmetriegrunden vereinfacht sich die Formel (13) zur Por- 
me1 (14) 



Volumen XXXVII, Fascioulus 111 (1954) -No. 116. 927 

worin nun HrEon, entweder ein Coulomb-Integral (rE = ow) oder ein 
Resonanz-Integral zwischen den AO's r und 0 der Siitze ;R und R' 
dars tellt. 

Fuhrt man schliesslich die Vereinfachungen (9) in die durch (14) 
definierten Matrixelemente HZi, der Siikulardeterminante (11) ein, so 
erhalt man folgende einfache 

Rechenregel : 
Man zeichne zuerst das sich im Ring periodisch wiederholende 

Motiv allein auf (Fig. 4). Dann verbindet man durch einen Pfeil 
(gerichtete Bindung) jene AO's, zwischen denen im Ring (Fig. 3 ) ,  
und damit auch im Glied N der homologen Reihe, diejenigen Bin- 
dungen liegen, welche die Motive r und r + 1 uiitereinander verbinden. 
Dies hat so zu geschehen, dass der Pfeil jenes A 0  verliisst, welches im 
Motiv r liegt, und bei jenem A 0  endigt, welches im Motiv r + l  liegt. 

r 

Fig. 4. 

Nun behandle man das so erweiterte Motiv nach der ublichen 
LCAO-MO-Methode als eine gewohnliche Molekel, wobei man den 
Pfeilbindungen fur die Matrixelemente H&, (R'> R, R'- R)  folgende 
fiktive Resonanz-Integrale zuordnet : 

1. ,f? & + j  wenn R an der Pfeilspitze > R am Pfeilende; 
2. ,5 E - j  wenn R an der Pfeilspitze < R am Pfeilende; 
3. 2 8  cos (JGj) wenn R an der Pfeilspitze = R am Pfeilende. 
Diese Integrale gelten, wie bereits gesagt, f i i r  die Matrixelemente 

H&, (R'> R)  uber und auf der Hauptdiagonale der Sakulardetermi- 
nante. Die Matrixelemente H&, (R' < R), die unter der Hauptdiagonale 
liegen, ergeben sich aus denjenigen uber der Hauptdiagonale, indem 
man beachtet, dass die Matrix der HTr hermitesch ist. 

So lautet beispielsweise die Siikulardeterminante (11) fi i r  das er- 
weiterte Motiv der Fig. 2 und 3 (siehe Fig. 4): 
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Diese Determinante lasst sich leicht faktorisieren, was man auch 
aus der Symmetrie des erweiterten Motivs der Fig. 4 ablesen kann: 

0 
1 p(1+.-4 a+p-W( j )  I 
, I  -__-__---__--_--- 1. ---_-------- ---- 

i a - p -  w'" P(l+.j) 

jl a- w(j) I! 
(16) 

0 I 
1 ' I  i p(1+.- 

Die Wurzeln dieser Sakulardeterminante lauten fur den allge- 
meinen Fall: 

j = 0,1,3, . . . ,  11-1 
Mit Hilfe des Faltungsverfahrens (1. c.) la& sich nun auch hier 

wieder beweisen, dass durch eine negative Faltnng entlang einer Ge- 
raden, die durch die AO's I und IV der Motive 0 und n/2 des Ringes 
geht, das Glied N (N = n/2 - 1) der uns interessierenden homologen 
Reihe geliefert wird. (Vgl. Fig. 3. )  Ein gleiches Argument wie das 
bereits weiter oben im Abschnitt B angegebene ergibt, dass K N  Eigen- 
werte dieses Gliedes N mit den entarteten Eigenwerten des Ringes aus 
2 N + 2 Motiven identisch sein mussen. 

Der Ring weist ( 2  N + 2 ) B  Eigenwerte auf, von denen 2 NK ent- 
artet sind. Das Teilstuck, das bei der positiven Faltung entstanden ist, 
weist NK + 2 K - t untereinander verschiedene Eigenwerte auf (ab- 
gesehen von zufalligen Entartungen), da es hochstens der Symmetrie- 
gruppe D,, angehort, welche nur eindimensionale irreduzible Darstel- 
lungen besitztl). Des Teilstuck aus der negativen Faltung weist aus 
den gleichen Griinden NK + t untereinander verschiedene Eigenwerte 
auf. Daraus ergibt sich sofort, dass die NK + t untereinander ver- 
schiedenen Eigenwerte des bei der negativen Faltung erhaltenen Teil- 
stuckes, welches genau dem interessierenden Glied N der homologen 
Reihe entspricht, die entarteten Eigenwerte des Ringes aus 2 N + 2 
AO's enthalten miissen. 

Auf unser Reispiel der Fig. 2 zuruckkommend ist damit die ge- 
stellte Aufgabe geliist, da die 4 N Eigenwerte des Gliedes N, dessen 
Motiv N fiber zwei zusatzliche AO's kurzgeschlossen ist, der homo- 
logen Reihe in geschlossener Form erhalten werden konnen : 

j = l , 2 , 3  ,..., N. 

l) I m  Beispiel der Fig. 3 (d. h. der homologen Reihe der Fig. 2) nimmt t den Wert 2 an. 
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Es ist von Interesse, darauf hinzuweisen, dass diese Formel (18), 
welche bereits von CouZsolz auf anderem Wege abgeleitet wurdel), die 
Eigenwerte der Acene (mit Ausnahme der Eigenwerte TV = a + B und 
W = a - B) im Rahmen der einfachsten LCAO-MO-Theorie ergibt. 

( I .  Berechnung der Eigenwerte von  Zweidimen'Bionalen 
homologen Reihen. 

Unter einer zweidimensionalen homologen Reihe soll eine solche 
Reihe verstanden werden, welche zur Charakterisierung der einzelnen 
Glieder zwei Parameter 'ill und N benotigt. Am besten liisst sich das 
an einem einfachen Beispiel kler machen: Die Poly-phenyle (N = l), 
Poly-rylene (N = 2), Poly-anthene (N = 3) usw. bilden eine solche 
zweidimensionale, homologe Reihe. (Vgl. Fig. 5.) 

I- 
1 

/'\ 
I 

\/ 

2 

Fig. 5. 

3 

.... 

. . . .  

. 1 .  

.... 

1) C. A.  Coukon, Proc. Phys. SOC. 60, 257 (1948). 
59 
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In  der Folge sei jene Verallgemeinerung der Rechenregel von 
Seite 927 abgeleitet, welche die einfache Berechnung der Eigenwerte 
zweidimensionaler homologer Reihen und damit auch die weitere 
Ausdehnung der Rechenregel auf mehrdimensionale homologe Reihen 
erlaubt. 

n . n uquivalente AO’s auf einem Torus mit n-xahliger x-Achse. 

Ein Torus mit n-zahliger z-Achse (siehe Fig. 6)  der durch n-malige 
Wiederholung eines Ringes r ( r  = 0,1 ,  2 ,  . . . , n - l), bestehend aus 
n identischen AO’s x ~ , ~  (r = 0, 1, 2, . . . , n - 1) erzeugt wird, besitzt’, 
wie sich unter Verallgemeinerung der im Abschnitt B angefuhrten 
Argumente zeigen lasst, im Rahmen der LCAO-MO-Theorie n - n MO’s 
@(i)(j) der folgenden Form : 

Dabei sollen sich die gotischen Buchstaben immer auf die zur 
Symmetriegruppe C,, (Drehung des Torus um die z-Achse) holo- 
edrisch isomorphe Gruppe GI,, die gewohnlichen Buchstaben auf die 
zur Symmetriegruppe C n der einzelnen Ringe holoedrisch isomorphe 
Gruppe C, beziehen. (Vgl. ( 2 ) ,  (3 ) ’  (4), (5) und (6) . )  

Fig. 6. 

Unter Berucksichtigung der in die LCAO-MO-Theorie einge- 
fuhrten Vereinfachungen ergibt sich, dass jene abstrakte Gruppe, 
deren irreduziblen Darstellungen die einzelnen MO’s @(i) fj) zugeord- 
net werden konnen, das direkte Produkt G,, x C, = Cn x En ist. Die 
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irreduziblen Darst’ellungen dieses Produktes sind die direkten Pro- 
dukte der irreduziblen Darstellungen P und W der Gruppen Gn 
und G,,. 

Ordnen wir die AO’s x ~ , ~  so in einem Kolonnenvektor ( x ~ , ~ )  an, 
dass sie der alphabetischen Reihenfolge der Indizes r und r ent- 
sprechenl), so lassen sich aus diesem Kolonnenvektor die richtigen 
Linearkombinationen @) (j) durch linksseitige Multiplikation mit 
einer Matrix N (n, n) erzeugen: 

(20) 

wobei die Matrix N (n, n) das direkte Produkt der beiden Matrizen 
X,, x N, (definiert durch die Beziehung ( 7 ) )  bedeuten soll. 

Der Aufbau der Matrix N (n ,  n) ist unter ( 2 2 )  nliher beschrieben, 
wobei neben dem durch ( 5 )  definierten Symbol E (bezogen auf jeden 
einzelnen Ring r des Torus (Llingenkreise)) auch noch das folgende 
Symbol & benutzt wird, das sich auf die Breitenkreise r des Torus 

{ di)(j)} = N (n, n) {Xr,r}, 

bezieht : 
2 n  r ( i ) ( % c )  = exp ___ j r = 6’ r .  
n 

Matrix N (n, n) : 

. .  
1 &n-1 ... 

_-I_- - -- 

Der zu jeder durch (20) definierten richtigen Linearkombination 
q~(i) ( j )  - welche in diesem Fall mit den MO’s @‘i)(j) identisch sind - 

1) Als alphabetisch bezeichnen wir eine Reihenfolge von AO’s ,in der stets x ~ , ~  
vor x ~ ~ , ~ ,  kommt, wenn entweder r < r’ oder, falls r = r’, wenn r < r’ ist. 
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gehorige Eigenwert W(i)(j) ergibt sich unter Berucksichtigung dele 
Formeln ( 5 )  und (21) zu: 

Denkt man sic11 beispielsweise jedes A 0  zr, aussehliesslich mit 
den vier AO's xr, + 1, xL, - I, xr + 1, und xr- 1, durch eine Bindung ver- 
knupft, so lauten die Eigenwerte eines solchen, den Torus bedeckenden 
Netzes von AO's: 

(24) 
2 n  J W ( ~ )  -= a+ 2 j cos ~ j + cos- j )  

da, die in der Summation ( 2 3 )  enthaltenen lntegrale nur dann exi- 
stieren, wenn t' = r + 1 resp. r - 1 und wenn r' = r + 1 resp. r - 1 
(Bindungs-Integral) oder wenn r' = r und r' =- r (Coulomb-Integral) 
sind. 

1st n = 2 % + 2 und n = 2 N + 2 ,  so lasst sich auch hier wieder 
zeigen, dass die 4 %N vierfach entarteten Eigenwerte W(I)(j), W(I)("-j+ l )  

W(n- l+l ) (J)  und W(n--l+ ~ ( ~ - j + l )  gerade den Eigenwerten eines recht- 
eckigen Netzes von %ma1 N AO's (Knoten) entsprechen. (Siehe Fig. 7.) 

2; n 
j 2 0, 1, 2, .... n-1. j = 0, 1, 2 ,  .... n-1. 

1 2 3  N 

Fig. 7. 

cos -- - j + eos- (25) n 
w(J)(j) : a+ 2 

%+1 N L  j )  
j - 3 , 2 , 3  ..... 8. j 1 , 2 , 3  ..... N. 

Damit haben wir die im Abschnitt B fur einen n-zahligen Ring 
(n -- 2 N + 2 )  und eine Kette von N-Gliedern angegebenen Resultate 
fur einen Torus mit n-zahliger z-Achse (n = 2 112 + 2) und miD n-zah- 
ligen Langenkreisen (n = 2 N + 2) sowie fur ein rechteckiges Netz 
von % ma1 N Knoten (AO's) verallgemeinert. 

Der Schritt, welcher nun diese Verallgemeinerungen mit den 
zweidimensionalen homologen Reihen verkniipft, ist demjenigen 
analog, welcher uns vom Abschnitt A zur Rechenregel des Abschnittes 
B fuhrte. Aus diesem Grund sol1 dieser Schritt hier nur kurz skizziert 
werden. 

Wir betrachten das Glied %,N der zweidimensionalen homologen 
Reihe als aus EN untereinander identischen Motiven r, r ( r  = 1, 2 , 3 ,  
. . .  , %-r = 1, 2 ,  3, . . .  , N) aufgebaut (siehe Fig. 8, wo wir als Beispiel 
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tlas gleiche Motiv wie fur die eindimensionale, homologe Reihe der 
Fig. 2 annehmen wollen). Die AO’s der Motive t, r seien wie vorher 
durch romische Zahlen R (R = I, 11,111, . . . , K) gekennzeichnet. (In 
unserem Beispiel ist K : IV.) Auch hier sei wieder angenommen, dass 
das Motiv t, r nur mit den Motiven ( r  - 1, r), ( r  + 1, r), ( r ,  r - 1,) ( t, r+ 1) 
verkniipft sei. (Vgl. Fussnote 2 ,  Seite 925) Die zweidimensionale homo- 
loge Reihe besteht also aus Zeilen r von untereinander identischen, 
eindimensionalen homologen Reihen, namlich dem Gliede 1, N (d. h. 
% = t )  der zweidimensionalen homologen Reihe. 

I 2 3 
I 

II 

m 
nr 

I 

z 

m 
lY 

Fig. 8. 

Zur Berechnung der Eigenwerte W(i)tj)p (P = I, 11, 111, . . . , K) 
als Funktion von i, j und P fiir ein gegebenes Glied %, N der zwei- 
dimensionalen homologen Reihe, denken wir uns in Analogie zum im 
Abschnitt I3 besehriebenen Verfahren vier solcher Glieder %, N der 
homologen Reihe iiber 4 (3 + N + 1) Motive dergestalt geschlossen, 
dass alle AO’s mit gleichem Index R auf einen Torus mit ( 2  % + 2 ) -  
zahliger Achse und ( 2  N + 2)-zahligen Langenkreisen zu liegen kom- 
men. Die AO’s mit verschiedenen Werten von R liegen dann auf kon- 
zentrischen Torusflgchen, d. h. auf Torusflachen mit gemeinsamer 
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z-Ache und mit gemeinsamer Ringachse. Allen AO’s mit gemein- 
samem R entsprechen gemass der Formel (20) (2 112 + 2 )  (2 N + 2) 
richtige Linearkombinationen q @ ( j )  (R = I, 11, 111, . . . , K). Die 
Formeln (11) und (12) konnen deshalb, mit trivialen Anderungen in 
den Indizes direkt verwendet werden, wobei dann sc,hliesslich die fol- 
gende Formel erhalten wird : 

In  dieser Formel ist H r  rX, , oIi, oIt, entweder ein Goulortsb - Integral 
(rR rR = oK, oR,) oder ein Resonanz-Integral zwischen den AO’s r, r 
und o,o der Satze R und R’. 

Die sich so ergebenden Verallgemeinerungen der Rechenregel von 
Seite 927 lasst sich zusamnienfassen in folgendem 

Zusatx xur’ Rechenregel, fur xweidimensionale homologe Reihen .  
1st die homologe Reihe zweidimensional (vgl. Fig. 8 ) ,  so sind dem 

erweiterten Motiv der in ihr enthaltenen eindimensionalen Reihe 
(1, N)  gerichtete Bindungen (Pfeile) zuzufugen, welche jene AO’s ver- 
binden, zwjschen denen diejenigen Bindungen liegen, die die Motive 
gleichen r’s der Zeile r und der Zeile r + 1 verbinden. (Siehe Fig. 9 
fiir den Fall unseres Beispiels.) 

Fig. 9. 

Diesen neuen gerichteten Bindungen sind fiir die Matrixelemente 
H$$) (R’ > R, R’= R)  folgende fiktive Resonanz-Integrale zuzuordnen: 

1. p E + l  wenn R an der Pfeilspitze > R am Pfeilende; 
2 .  p E -  1 wenn R an der Pfeilspitze < R am Pfeilende; 
3. 2 B cos ( 7) i wenn R an der Pfeilspitze = R am Pfeilende. 
Auch hier ist die Hermitizit% der Matrix zu beriicksichtigen. 
So lautet beispielsweise die Sgkulardeterminante (11) fur das 

2 n  

erweiterte Motiv der Fig. 9: 

I a- W‘I”’’ B(1+ E l )  0 BE-J  
, I  ,8(1+.-j) rX-W(’)(j) B 0 

p a-W(i)(j) p(1+ F- ‘ I  O .  ‘ 0  j) 
I pt+i 0 ~ ( 1 +  $1 a -  W(I) (j) I 

I 

(27) 
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Durchlaufen nun j und j die Werte j = 0 ,1 ,2 ,  . . . , n respektive 
die Werte j = 0 ,1 ,  2 ,  . . ., n, so erhiilt man fur jedes P (P = I, 11,111, 
. . ., K )  die Knn -Eigenwerte des Torus welcher aus nn iiquivalenten 
Xlotiven besteht. 

Die vierfach entarteten Eigenwerte entsprechen auch hier wieder 
den Eigenwerten des Gliedes %, N der zweidimensionalen homologen 
Reihe, welche man dadurch erhalt, dass man TI durch 2 % + 2  und 
n durch 2 N + 2 in den gefundenen Eigenwerten ersetzt und die 
Indizes i und j nur von 1 bis 3 respektive von 1 bis N laufen lasst. 
Auch hier ist es wiederum notwendig, dass die Ebenen, welche die 
Ringachse oder die z-Achse enthalten, Spiegelebenen des Torus aus 
nn-iiquivalenten Motiven sind. 

Die Verallgemeinerung der Rechenregel fur dreidimensionale ho- 
niologe Reihen, d. h. Raumgitter, besteht einzig in der zweimaligen 
Erweiterung des Motives, entsprechend dem oben angegebenen Zusatz 
zur Rechenregel. 

Herrn Prof. Dr. HA-. H.  Ciinthard danke ich bestens fur die Durchsicht cles Manu- 
skriptes und der Rockefeller Pozcndation in New York fur die Unterstiitzung der vorliegenden 
Arbeit. 

Z u s a m m  e n  f a s 8 ung. 

Unter Verwendung gruppentheoretischer Methoden wird eine ein- 
fache Regel zur Berechnung der Eigenwerte von LCAO-MO's nullter 
Niiherung ein- oder mehrdimensionaler homologer Reihen aroma- 
tischer Kohlenwasserstoffe abgeleitet. Mittels dieser Regel gelingt es 
in vielen Fallen diese Eigenwerte in geschlossener Form zu erhalten. 

Organisch-chemisches Laboratorium 
der Eidg. Technischen Hochschule, Zurich. 




