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(r +s) durch Kanten ersetzt und den so gewonnenen ridumlichen
Graphen den hier angegebenen Faltungen unterwirft. So bilden bei-
spielsweise die fiinf kanonischen Strukturen des Benzols und die aus
ihnen abgeleiteten Matrixelemente eine trigonale Bipyramide innerhalb
dieses Schemas, welche leicht, bei trivialen Erweiterungen der Regeln
fir den rdumlichen Fall, in ihre Faltungsteilstiicke zerlegt werden
kann.

Der Rockefeller Foundation in New York danke ich fiir die Unterstiitzung dieser
Arbeit.

Zusammenfassung.

Es wird ein graphisches Verfahren zur Faktorisierung der Sikular-
determinante aromatischer Ringsysteme im Rahmen der LCAO-MO-
Theorie beschrieben, welches sich vor allem in didaktischer Hingicht
innerhalb des organisch-theoretischen Unterrrichts gut eignet.

Organisch-chemisches Laboratorium
der Eidg. Technischen Hochschule, Ziirich.

116. Molecular Orbitals in homologen Reihen mehrkerniger
aromatischer Kohlenwasserstoffe:

I. Die Eigenwerte von LCAO-MO’s in homologen Reihen

von E. heilbronner.
(10. IIL 54.)

Die chemischen und physikalischen Eigenschaften der mehr-
kernigen aromatischen Kohlenwasserstoffe sind in zahlreichen experi-
mentellen und theoretischen Untersuchungen eingehend behandelt
worden?). Es ergab sich dabei, dass die MO-Theorie, auch in ihrer
einfachsten, von Hiickel eingefithrten LCAO-Naherung?), bereits zu
einer erstaunlich guten Ubereinstimmung zwischen berechneten und
experimentell bestimmten Daten fiihrt.

Ausserdem konnte auf rein empirischem Wege festgestellt werden,
dass viele physikalische und chemische Eigenschaften der aroma-
tischen Kohlenwasserstoffe innerhalb einer homologen Reihe (z. B.

1) Aus der grossen Zahl dieser Arbeiten seien hier einzig die beiden wesentlichsten,
zusammenfassenden Werke erwihnt: E. Clar, Aromatische Kohlenwasserstoffe, Berlin
1952, B. Pullman & Mme. A. Pullman, Les Théories Electroniques de la Chimie Organique,
Paris 1952.

?) E. Hiickel, Grundziige der Theorie ungesattigter und aromatischer Verbindungen,
Berlin 1938.
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derjenigen der Acene, Fig. 1) oft als eine einfache Funktion des Para-
meters N dargestellt werden konnen. Dieser funktionelle Zusammen-
hang kommt in der grossten Zahl der MO-theoretischen Arbeiten in-
sofern nicht immer deutlich zum Ausdruck, als man die Glieder N
einer solchen homologen Reihe meist einzeln berechnet, wodurch in
vielen Fillen der Uberblick iiber den Zusammenhang zwischen dem
Parameter N und den berechneten Grossen verloren geht.

Benzol Naphtalin Anthracen N-acen
H/\ /W/\\ /\H/ l/\‘ /\‘/\\/"'\\/\\\
l ! | : L
a4 NN NN\ NN AN
Parameter N= 1 2 3 N
Fig. 1.

In der vorliegenden Arbeit soll versucht werden, das Gewicht der
Berechnungen mehr auf diesen funktionellen Zusammenhang zu ver-
legen. Zu diesem Zweck stellen wir uns die Aufgabe, die Eigenwerte
der Glieder N einer homologen Reihe aromatischer Kohlenwasser-
stoffe, im Rahmen der L.CAO-MO-Theorie Hiickel’'scher Niherung,
als Funktion des Parameters N zu erhalten, soweit dies durch die
Symmetrie der entsprechenden homologen Reihe gew#ihrleistet ist. In
allen Fillen aber sollen Formeln gefunden werden, die fiir die hoheren
Glieder der homologen Reihe gute Niherungen der Eigenwerte und
speziell fiir den Fall N = co, innerhalb der durch die Theorie gesteckten
Grenzen, jeweils die richtigen Eigenwert-Binder liefern.

Im vorliegenden Teil I werderr im Abschnitt A mit Hilfe der
Gruppentheorie Resultate abgeleitet, die bereits auf anderem Wege
gewonnen wurden!). Dabei ergibt sich aber eine speziell einfache Me-
thodik zur Behandlung der gestellten Aufgabe fiir den allgemeinen
Fall einer beliebigen homologen Reihe, woriiber in den Abschnitten B
und C berichtet wird.

A. Berechnung der Eigenwerte einer Kette von N AQO’s.

Ein regelméssiger n-gliedriger Ring?), der ebenen Symmetrie C,,,
bestehend aus n identischen AO’s3) yo, x4y Xos - - - Zn_1 Desitzt im Rah-
men der LCAO-MO-Theorie n MO’s @0, ¢O @@ . @2~ der
folgenden Form:

i n-1
DD = ey . e
r—0

Y) Siehe z.B. H. Eyring, J. Walter & G. E. Kimball, Quantum Chemistry, New York
1944, Scite 255.

%) n soll in der Folge immer eine gerade Zahl sein. Dies bedeutet fiir die vorliegende
Arbeit keine Einschrankung.

3) Darunter sollen stets 2 p, (7)-AO’s verstanden werden.
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Jede einzelne dieser n MO’s @9 igt einer der n irreduziblen, ein-
dimensionalen Darstellungen I'Y der Untergruppe C, von C,, zuzu-
ordnen, da in diesem einfachsten Fall die n MO’s ¢V mit den richtigen
Linearkombinationen ¢¥1) identisch sind:

n-1
lp(]) =W - V; ; F(])(Ar)Xr . @)

Dabei bedeuten die I'(Ar) die Elemente der Darstellung I'®
der mit C, holoedrisch isomorphen Gruppe €,:
AV A" =, A, A2 .. AT, ..., AV @, (3)

Die Charakteren-Tabellen dieser Gruppe €, (die in diesem Fall
mit derjenigen der irreduziblen Darstellungen identisch ist) soll in
folgender Form angenommen werden:

E A An-1
ro | roOm ro@m)....... roan-1)
rv | rYey  roa@y....... r(an-1) )
re-n| re=bg) pe-DQy re-b(ar-1)

Da fiir die einzelnen Elemente der Charakteren Tabelle (4) die
folgende Relation (5) gilt

TP(AT) = exp »23171]{— 1vj v = ¢, (5)
kann aus der Tabelle (4) die folgende Matrix N, gewonnen werden:

) | E A A* A

ro A 1/yn 1/yn 1fyn...... 1/Vn
I’(T) 1/]/;1 s/l/ﬁ sz/l/ﬁ ..... snjl/[/ﬁ

I | I ) ®)
F(i) B 1/[/1_1 87/‘/;1 I/Vn ...... EZ/VH - Nn.

F(‘n— 1) F;I 1/1/;1 sn.— 1/1/;1 811:“ Z/l/il. .. E/V;l

1) Vgl. Hs. H. Giinthard, E. Heilbronner & B. Messikommer, Helv. 35, 2149 (1952).

2) Internationale Bezeichnung der irreduziblen Darstellungen. Siehe u.a.: G. Herz-
berg, Molecular Spectra and Molecular Structure, Vol. II: Infrared and Raman Spectra
of Polyatomic Molecules, New York 1945. In dieser Nomenklatur erhalten die Darstel-
lungen 'Y und '™~ (j == 0) jeweils das gleiche Symbol E;.
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Diese Matrix N, erzeugt aus dem Kolonnenvektor{ . } der n AO’s
% den Kolonnenvektor { ¢'"} der gesuchten, richtigen Linearkombi-
nationen ¢?, die in unserem Fall mit den MO’s @7 identisch sind

(siehe (2)):
{(P(j)} = Ny {Xr} . ™

Der zu jeder MO @% gehorige Eigenwert W& (j =0, 1, 2, ...,
n—1) betragt:

n-1
wa) . %./ZFG) (Ar)* Zr* Hoyp

r=0 =
n

n-—

{
TOAT) gy dr . (8)
4]

Unter Beriicksichtigung der iiblichen Vereinfachungen (Overlap-
Integral 8,, = 6,, = Kronecker’sches Symbol, Vernachlissigung aller
Resonanz-Integrale zwischen nicht gebundenen AO’s) und bei Ver-
wendung der Symbole (9)

o :/;{,*Hop;{rd‘r,
W
. )
B :;/ wr* Hop yr-1-1d7; (v und r 4 1 gebundene AO’s),
xN

lautet die Relation (8):
W“”:chos?fq (G=0,1,2,...,n-1). (10)

Die Reihenfolge der Eigenwerte W9 nach ihrer Grosse geordnet
und ihre Zugehorigkeit zu den einzelnen irreduziblen Darstellungen
lautet:

W« WD = W=D « W@ — wo-d o win D winrD) - win
¢ ¥

B

A B, E, Bu_,
2

Bs ldsst sich nun leicht zeigen, dass die n/2 — 1 Eigenwerte W&
(j=1,2,...,4n—1 mit n geradzahlig) einer Kette von n/2 —1 AO’s
gerade den n/2 — 1 entarteten Kigenwerten W@ (j + 0, $n) eines ge-
radzahligen Ringes von n AQ’s entsprechen, so dass fir eine solche
Kette die Eigenwerte W'V in geschlossener Form als Funktion von j
erhalten werden kénnen.

Am einfachsten lisst sich dieser Beweis dadurch erbringen, dass
man durch die AO’s 0 und n/2 des Ringes von n AO’s eine Gerade legt
und nun die zu dieser Geraden antisymmetrischen MO’s nach einem
frither beschriebenen Verfahren!) sucht. Es ergibt sich, dass das bei
der negativen Faltung erhaltene Teilstiick gerade der gesuchten Kette
von n/2 —1 AO’s entspricht und deshalb genau 4 n—1 voneinander

1) E. Heilbronner, Helv. 37, 913 (1954).
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verschiedene Eigenwerte des Ringes von n AQ’s liefern muss. Dies
konnen aber nur die entarteten Eigenwerte des Ringes sein, da das
bei der positiven Faltung entstehende Teilstiick 2 n -- 1 voneinander
verschiedene Eigenwerte liefern muss.

Diese Resultate sind wohlbekannt. Die hier gegebene Ableitung
erlaubt aber, unter gewissen Voraussetzungen, das Verfahren fiir an-
dere homologe Reihen zu verallgemeinern und eine einfache Regel fiir
die Berechnung der Eigenwerte solcher Reihen aufzustellen.

B. Berechnung der Eigenwerte von eindimensionalen
homologen Reihen.

Wir denken uns das Glied N einer eindimensionalen homologen
Reihe als aus N untereinander identischen Motivenr (r =1, 2, 3, ...,
N) aufgebaut!). Wir wollen eine solche homologe Reihe deshalb als
eindimensional bezeichnen, weil sich die einzelnen Glieder N der Reihe
durch die Angabe einer einzigen Zahl (eben N) eindeutig kennzeichnen
lassen.

Die AO’s der Motive r seien in ihrer natiirlichen Reihenfolge durch
die réomischen Zahlen R (R = I, IT, ITT, ..., K) gekennzeichnet. Im
Beispiel der Fig. 2 enthilt jedes Motiv r vier AO’s (K = IV). Ausser-
dem haben wir hier, sowie in der Folge, einfachheitshalber ange-
nommen, dass das Motiv r nur mit den Motivenr — 1 und r - 1 ver-

kniipft sei2).
I N
” u m
" .
W
! 2 ¥ NN

Fig. 2.

Motiv r

Wir stellen uns nun die Aufgabe, simtliche Eigenwerte des Glie-
des N der eindimensionalen homologen Reihe in geschlossener Form
als Funktion der Parameter Nund j (j = 1, 2, 3, ..., N) zu berechnen.

Zu diesem Zweck werden zwei Glieder N der homologen Reihe
iiber zwei weitere Motive 0 und N +1 zu einem Ring der ebenen
Symmetrie C,, = Cy;y 4o v geschlossen, wobel vorausgesetzt wird, dass
sich dieser, priméir die Symmetrie C, = C,x ., aufweisende Ring zum
hoher symmetrischen Gebilde deformieren lasst. (Vgl. dazu die Fuss-

1) Die einzelnen Motive r diirfen immer als lineare Ketten von K AO’s geschrieben
werden, da das hier zugrunde gelegte LCAO-Verfahren nullter Naherung, der eingefiihrten
Vereinfachungen wegen, gegen topologische Verformungen unempfindlich ist.

%) Dies kann ohne Verlust an Allgemeinheit immer erreicht werden.
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note 2, Seite 925)). (Siehe Fig. 3.) Dieser Ring besteht nun aus K (in
unserem Beispiel ist K gleich IV) Sitzen R, quivalenter AQ’s. Die
zu diesen Sitzen R gehorigen richtigen Linearkombinationen ¢@ sind
fiir die Symmetrie-Untergruppe O, des Ringes durch (2), resp. durch
(7) definiert.

Fig. 3.
Ring der ebenen Symmetrie C,, v, erhalten durch Schluss zweier Glieder N = 5 der homo-
logen Reihe der Fig. 2 tiber zusétzliche Motive r = 0 und r = N+ 1. Bei der negativen
Faltung entlang der Geraden G erhdlt man ein Faltungsteilstiick, welches dem n-Elek-
tronensystem des Pentacens (Fig. 1, Glied N = 5) entsprechen wiirde.

Die zu jeder irreduziblen Darstellung 'Y gehorigen K Eigen-
werte WP (P = I, II, ITI, ..., K) erhilt man in der iiblichen Art
durch Auflésen der Sdkulardeterminante (11), die vom Grade K ist.

0 = || Hk — 60 WO (1)
In (11) weisen die Matrixelemente H¢),, die folgende Form auf:
Hily — [ o Hop ¢l dr. (12)
st
Setzt man die Beziehungen (2) und (5) in (12) ein, so erhilt man:
. 1 n—-1 n-1 B
W =y X X Ay a3

r=0r1y, =0
worin H ;- entweder ein Coulomb-Integral (rr=1r) oder ein Resonanz-
Integral zwischen den AO’s ry und ry- der Sitze R und R’ darstellt.

Aus Symmetriegriinden vereinfacht sich die Formel (13) zur For-
mel (14)

n—1
Hil =} &= H, (14)

pi3
;=0
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worin nun H:, 6 entweder ein Coulomb-Integral (rg = o) oder ein
Resonanz-Integral zwischen den AO’s r und 0 der Sitze R und R’
darstellt.

Fiihrt man schliesslich die Vereinfachungen (9) in die durch (14)
definierten Matrixelemente H{)., der Sikulardeterminante (11) ein, so
erhilt man folgende einfache

Rechenregel:

Man zeichne zuerst das sich im Ring periodisch wiederholende
Motiv allein auf (Fig. 4). Dann verbindet man durch einen Pfeil
(gerichtete Bindung) jene AQ’s, zwischen denen im Ring (Fig. 3),
und damit auch im Glied N der homologen Reihe, diejenigen Bin-
dungen liegen, welche die Motive r und r+ 1 untereinander verbinden.
Dies hat so zu geschehen, dass der Pfeil jenes AO verlisst, welches im
Motiv r liegt, und bei jenem AO endigt, welches im Motiv r+1 liegt.

r
I

I
v/8

i g
Fig. 4.

Nun behandle man das so erweiterte Motiv nach der iiblichen
LOAO-MO-Methode als eine gewohnliche Molekel, wobei man den
Pfeilbindungen fiir die Matrixelemente H{;. (R'> R, R'=R) folgende
fiktive Resonanz-Integrale zuordnet:

1. 873 wenn R an der Pfeilspitze > R am Pfeilende;

2. Be—1 wenn R an der Pfeilspitze < R am Pfeilende;

3. 28 cos (—znij) wenn R an der Pfeilspitze = R am Pfeilende.

Diese Integrale gelten, wie bereits gesagt, fiir die Matrixelemente
H{.. (R"> R) tiber und auf der Hauptdiagonale der Sikulardetermi-
nante. Die Matrixelemente H{,, (R” <R), die unter der Hauptdiagonale
liegen, ergeben sich aus denjenigen itber der Hauptdiagonale, indem
man beachtet, dass die Matrix der H{}. hermitesch ist.

So lautet beispielsweise die Sikulardeterminante (11) fiir das er-
weiterte Motiv der Fig. 2 und 3 (siehe Fig. 4):

0 0 Bit+d) a—wW®

|a—W®  gl+d) 0 0

[ BA+e™) WD g 0

! 0 B WO e 19
i
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Diese Determinante 14sst sich leicht faktorisieren, was man auch
aus der Symmetrie des erweiterten Motivs der Fig. 4 ablesen kann:

Ja-WEO i d) )
P Bll+eTd) atrp-wl
‘ -ﬁ-( ------- t -—ﬁ—-———T ————————————————— [ = 0. (16)

Die Wurzeln dieser Sidkulardeterminante lauten fiir den allge-
meinen Fall: '

ilil/9+800s(%1j)}ﬂ. (17)

j=0,1,2,...,n-1

i 1
) -
W —a+2

Mit Hilfe des Faltungsverfahrens (L. c¢.) ldsst sich nun auch hier
wieder beweisen, dass durch eine negative Faltung entlang einer Ge-
raden, die durch die AO’s I und IV der Motive 0 und n/2 des Ringes
geht, das Glied N (N = n/2 — 1) der uns interessierenden homologen
Reihe geliefert wird. (Vgl. Fig. 3.) Ein gleiches Argument wie das
bereits weiter oben im Abschnitt B angegebene ergibt, dass KN Eigen-
werte dieses Gliedes N mit den entarteten Eigenwerten des Ringes aus
2 N + 2 Motiven identisch sein miissen.

Der Ring weist (2 N -+ 2)K Eigenwerte auf, von denen 2 NK ent-
artet sind. Das Teilstiick, das bei der positiven Faltung entstanden ist,
weist NK + 2 K — t untereinander verschiedene Eigenwerte auf (ab-
gesehen von zufilligen Entartungen), da es hochstens der Symmetrie-
gruppe D,;, angehort, welche nur eindimensionale irreduzible Darstel-
lungen besitzt!). Das Teilstiick aus der negativen Faltung weist aus
den gleichen Griinden NK + t untereinander verschiedene Eigenwerte
auf. Daraus ergibt sich sofort, dass die NK + t untereinander ver-
schiedenen Eigenwerte des bei der negativen Faltung erhaltenen Teil-
stiickes, welches genau dem interessierenden Glied N der homologen
Reihe entspricht, die entarteten Eigenwerte des Ringes aus 2 N + 2
AOQO’s enthalten miissen.

Auf unser Beispiel der Fig. 2 zuriickkommend ist damit die ge-
stellte Aufgabe gelist, da die 4 N Eigenwerte des Gliedes N, dessen
Motiv N iiber zwei zusitzliche AO’s kurzgeschlossen ist, der homo-
logen Reihe in geschlossener Form erhalten werden konnen:

; 1 7
@ ~ JRA -
w =at g ilil/9+8003(N+1)]}ﬁ. (18)

i=1,2,3 ...,N.

1) Im Beispiel der Fig. 3 (d.h. der homologen Reihe der Fig. 2) nimmt t den Wert 2 an.
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Es ist von Interesse, darauf hinzuweisen, dass diese Formel (18),
welche bereits von Coulson auf anderem Wege abgeleitet wurde?), die
Eigenwerte der Acene (mit Ausnahme der Eigenwerte W = « + 8 und
W = « — ) im Rahmen der einfachsten LCAO-MO-Theorie ergibt.

(. Berechnung der EKigenwerte von zweidimengionalen
homologen Reihen.

Unter einer zweidimensionalen homologen Reihe soll eine solche
Reihe verstanden werden, welche zur Charakterisierung der einzelnen
Glieder zwei Parameter ¢t und N benétigt. Am besten ldsst sich das
an einem einfachen Beispiel klar machen: Die Poly-phenyle (N = 1),
Poly-rylene (N = 2), Poly-anthene (N =3) usw. bilden eine solche
zweidimensionale, homologe Reihe. (Vgl. Fig. 5.)

°h N 1 2 3
A /\\/\} /\“/\/\
1 \ i ‘ L |
S NN NN
S Too o
vl NAZ | NANS
2 o ‘
ALY | oY
o | N AAA
2 /\‘/\ l//f\“/\/ N
l | ‘ ‘ !
N/ VY \‘/\/\/
A ZAVAN ‘/\/\ A
; ; | |
v/ S I
| Col
AN ,/\r/\\i NAVA AN
o o
N NN NN
Fig. 5.

1) C. A. Coulson, Proc. Phys. Soc. 60, 257 (1948).
59
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In der Folge sei jene Verallgemeinerung der Rechenregel von
Seite 927 abgeleitet, welche die einfache Berechnung der Eigenwerte
zweidimensionaler homologer Reihen und damit auch die weitere
Ausdehnung der Rechenregel auf mehrdimensionale homologe Reihen
erlaubt.

n-n dguivalente AQ’s auf einem Torus mit n-zihliger z- Achse.

Ein Torus mit n-zéhliger z- Achse (siehe Fig. 6) der durch n-malige
Wiederholung eines Ringes r (r =0,1,2, ..., n — 1), bestehend aus
n identischen AQ’s y,, (r = 0,1, 2, ...,n —1) erzeugt wird, besitzt,
wie sich unter Verallgemeinerung der im Abschnitt B angefiihrten
Argumente zeigen lisst, im Rahmen der LCAO-MO-Theorie n-n MO’s
oD der folgenden Form:

n—1ln--1
o — ,{:n» 2] 2 rO@)r9Ay, ;. (19)
t=0r=0

Dabei sollen sich die gotischen Buchstaben immer auf die zur
Symmetriegruppe C, (Drehung des Torus um die z-Achse) holo-
edrisch isomorphe Gruppe €,, die gewohnlichen Buchstaben auf die
zur Symmetriegruppe Cn der einzelnen Ringe holoedrisch isomorphe
Gruppe €, beziehen. (Vgl. (2), (3), (4), (5) und (6).)

\ z-Achse : sw-zcihlrg

Fig. 6.

Unter Beriicksichtigung der in die LCAQO-MO-Theorie einge-
filhrten Vereinfachungen ergibt sich, dass jene abstrakte Gruppe,
deren irreduziblen Darstellungen die einzelnen MO’s @9 zugeord-
net werden konnen, das direkte Produkt €, x €, =C, x €, ist. Die
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irreduziblen Darstellungen dieses Produktes sind die direkten Pro-
dukte der irreduziblen Darstellungen I’ und I'¥ der Gruppen @,
und €,.

Ordnen wir die AO’s y,, so in einem Kolonnenvektor {y, ,} an,
dass sie der alphabetischen Reihenfolge der Indizes r und r ent-
sprechen?), so lassen sich aus diesem Kolonnenvektor die richtigen
Linearkombinationen ¢©® durch linksseitige Multiplikation mit
einer Matrix N (n, n) erzeugen:

{ q)(l)(l)} N(mn {Xr r} (20)

wobei die Matrix N (n, n) das direkte Produkt der beiden Matrizen
N, x N, (definiert durch die Beziehung (7)) bedeuten soll.

Der Aufbau der Matrix N (n, n) ist unter (22) naher beschrieben,
wobei neben dem durch (5) definierten Symbol ¢ (bezogen auf jeden
einzelnen Ring r des Torus (LiAngenkreise)) auch noch das folgende
Symbol & benutzt wird, das sich auf die Breitenkreise r des Torus
bezieht:

rOOr) = oxp 2% jr = &i*. (1)
Matrix N (n, n):
1 1...... 1 1 1...... 1
1 e...... e“—l: 1 ¢e...... s“-l‘
. . -
| : C
P € { 1 PL 8 I
1 1...... 1 e e...... 3 %
1 e...... s"'"li & Ee..... Esn—ll
1 o :
e : . (22)
TR ..e_}& e L ge i
I |
I = |l r——— . — — — ——
| E & ..., £
}g Eeornnn.. g1
R
b :
‘lg gL Ee

Der zu jeder durch (20) definierten richtigen Linearkombination
e®® — welche in diesem Fall mit den MO’s @19 identisch sind —

1y Als alphabetisch bezeichnen wir eine Reihenfolge von AQO’s ,in der stets y, .
vor yy v kommt, wenn entweder r < r’ oder, falls x = 1/, wennr < r’ ist.
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gehorige Higenwert W®® ergibt sich unter Beriicksichtigung der
Formeln (5) und (21) zu:

—11n-1n—1n-—1

wihd — 71Tn 2 2 2 2 El(t =1 J@'—r) x:rHopX: dr. (23)

=0 U=0gr=071r=0

Denkt man sich beispielsweise jedes AO Z:,r ausschliesslich mit
den vier AO’S x; v y1y Yrr—1y fr+1,r UDd %, ; durch eine Bindung ver-
kniipft, so lauten die Eigenwerte eines solchen, den Torus bedeckenden
Netzes von AO’s:

WOW .—gy2p (cos %EZ j+cosghn j) (24)
i=012..,n-1. j=0,1,2,...,n-1,

da die in der Summation (23) enthaltenen Integrale nur dann exi-
stieren, wenn r'=1r+1 resp. r —1 und wenn r'=r+1 resp. r -1
(Bindungs-Integral) oder wenn 1’ = r und r’=r (Coulomb-Integral)
sind.

Istn=2MN+2und n=2N +2, so ldsst sich auch hier wieder
zeigen, dass die 4 N vierfach entarteten Eigenwerte Wh®, Wi (n—i+1
Wa—i+D 6 ypd Wi+ D@—i+D gerade den Eigenwerten eines recht-
eckigen Netzeg von Jtmal N AO’s (Knoten) entsprechen. (Siehe Fig.7.)

1 2 3 N
1 T_T_T ......... -0
2 Qe O G mmanrn —l
oyt !
i i
o
Fig. 7
W(I)(J)*oz+2ﬂ(cosm i ]+cosN+1 ) {25)

i==1,2,3....%M j=-1,2,38, ..., N

Damit haben wir die im Abschnitt B fiir einen n-zéhligen Ring
(n =2 N + 2) und eine Kette von N-Gliedern angegebenen Resultate
fiir einen Torus mit n-zé#hliger z-Achse (n = 2 N + 2) und mit n-zdh-
ligen Lingenkreisen (n = 2 N +2) sowie fiir ein rechteckiges Netz
von Nt mal N Knoten (AO’s) verallgemeinert.

Der Schritt, welcher nun diese Verallgemeinerungen mit den
zweidimensionalen homologen Reihen verkniipft, ist demjenigen
analog, welcher uns vom Abschnitt A zur Rechenregel des Abschnittes
B fiihrte. Aus diesem Grund soll dieser Schritt hier nur kurz skizziert
werden.

Wir betrachten das Glied M,N der zweidimensionalen homologen
Reihe als aus MN untereinander identischen Motiven r,r (r =1, 2, 3,

, M'r=1,2,3, ..., N) aufgebaut (siehe Fig. 8, wo wir als Beispiel
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das gleiche Motiv wie fiir die eindimensionale, homologe Reihe der
Fig. 2 annehmen wollen). Die AO’s der Motive r, r seien wie vorher
durch romische Zahlen R (R = I, IT, IT1, ..., K) gekennzeichnet. (In
unserem Beispiel ist K = IV.) Auch hier sei wieder angenommen, dass
das Motiv v, r nur mit den Motiven (r — 1,r),(r +1,1),(r,* —1,) (r,r+1)
verkniipft sei. (Vgl. Fussnote 2, Seite 925) Die zweidimensionale homo-
loge Reihe besteht also aus Zeilen r von untereinander identischen,
eindimensionalen homologen Reihen, nimlich dem Gliede 1, N (d. h.
N = 1) der zweidimensionalen homologen Reihe.
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Fig. 8.
Zur Berechnung der Eigenwerte WO®P (P = I, II, II1, ..., K)

als Funktion von {, j und P fiir ein gegebenes Glied 9%, N der zwei-
dimensionalen homologen Reihe, denken wir uns in Analogie zum im
Abschnitt B beschriebenen Verfahren vier solcher Glieder 9, N der
homologen Reihe tiber 4 (N -+ N +1) Motive dergestalt geschlossen,
dass alle AO’s mit gleichem Index R auf einen Torus mit (2 RN + 2)-
zéhliger Achse und (2 N + 2)-zéhligen Langenkreisen zu liegen kom-
men. Die AO’s mit verschiedenen Werten von R liegen dann auf kon-
zentrischen Torusflichen, d. h. auf Torusflichen mit gemeinsamer
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z-Achse und mit gemeinsamer Ringachse. Allen AQO’s mit gemein-
samem R entsprechen gemiss der Formel (20) (2 M +2) (2 N +2)
richtige Linearkombinationen ¢{® (R = I, II, III, ..., K). Die
Formeln (11) und (12) kénnen deshalb, mit trivialen Anderungen in
den Indizes direkt verwendet werden, wobei dann schliesslich die fol-
gende Formel erhalten wird:

1—1 n—1

DG . :
HI%RJI) TE 2 EJIRSIIRHTR'CR,OR»OW (26)

Tp=0Tg=0

In dieser Formel ist Hr, c,,o, 0, entweder ein Coulomb-Integral
(rp tg = og- 0x/) oder ein Resonanz-Integral zwischen den AO’s r,r
und o,0 der Sitze R und R’.

Die sich so ergebenden Verallgemeinerungen der Rechenregel von

Seite 927 lisst sich zusammenfassen in folgendem

Zusatz zur Rechenregel, fiir zweidimensionale homologe Reihen.

Ist die homologe Reihe zweidimensional (vgl. Fig. 8), so sind dem
erweiterten Motiv der in ihr enthaltenen eindimensionalen Reihe
(1, N) gerichtete Bindungen (Pfeile) zuzufiigen, welche jene AO’s ver-
binden, zwischen denen diejenigen Bindungen liegen, die die Motive
gleichen 1’s der Zeile r und der Zeile r +1 verbinden. (Siehe Fig. 9
fiir den Fall unseres Beigpiels.)

~
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Fig. 9.
Diesen neuen gerichteten Bindungen sind fiir die Matrixelemente
HPD (R’ > R, R'= R) folgende fiktive Resonanz-Integrale zuzuordnen:
1. p&*iwenn R an der Pfeilspitze > R am Pfeilende;
2. B&~1wenn R an der Pfeilspitze < R am Pfeilende;

3. 28 cos (2?::) i wenn R an der Pfeilspitze = R am Pfeilende.

Auch hier ist die Hermitizitit der Matrix zu beriicksichtigen.
So lautet beispielsweise die Sidkulardeterminante (11) fiir das
erweiterte Motiv der Fig. 9:

‘t - WD ﬁ(1+£?) 0 'Bs—i ‘
“ B+ o — WD 8 0 } 0 a7
I 0 B a— WDD g1 e~ ) ‘ ’ 27)

ﬂ§+i 0 ﬁ(1+ej) o — W@ ‘
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Durchlaufen nun j und j die Werte j = 0,1, 2, ..., n respektive

die Werte j = 0,1, 2, ..., n, 80 erhélt man fiir jedes P (P = 1, 1T, T11,

.., K) die Knn -Eigenwerte des Torus welcher aus nn iquivalenten
Motiven besteht.

Die vierfach entarteten Eigenwerte entsprechen auch hier wieder
den Eigenwerten des Gliedes R, N der zweidimensionalen homologen
Reihe, welche man dadurch erh#lt, dass man n durch 2 %t + 2 und
n durch 2 N+2 in den gefundenen KEigenwerten ersetzt und die
Indizes j und j nur von 1 bis % respektive von 1 bis N laufen lisst.
Auch hier ist es wiederum notwendig, dass die Ebenen, welche die
Ringachse oder die z-Achse enthalten, Spiegelebenen des Torus aus
nn-dquivalenten Motiven sind.

Die Verallgemeinerung der Rechenregel fiir dreidimensionale ho-
mologe Reihen, d. h. Raumgitter, besteht einzig in der zweimaligen
Erweiterung des Motives, entsprechend dem oben angegebenen Zusatz
zur Rechenregel.

Herrn Prof. Dr. Hs. H. Giinthard danke ich bestens fiir die Durchsicht des Manu-

skriptes und der Rockefeller Foundation in New York fiir die Unterstiitzung der vorliegenden
Arbeit.

Zusammenfassung.

Unter Verwendung gruppentheoretischer Methoden wird eine ein-
fache Regel zur Berechnung der Eigenwerte von LCAO-MO’s nullter
Niherung ein- oder mehrdimensionaler homologer Reihen aroma-
tischer Kohlenwasserstoffe abgeleitet. Mittels dieser Regel gelingt es
in vielen Fillen diese Eigenwerte in geschlossener Form zu erhalten.

Organisch-chemisches Laboratorium
der Eidg. Technischen Hochschule, Ziirich.





